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まえがき＝鉄板や銅板，アルミ板などの薄板生産ライン
において圧延や熱処理により薄板にはさまざまな形状不
良が生じる。とくに圧延時にはロールのたわみや圧延前
の板の形状，圧延中のロールプロフィールの影響を受け
るため，板幅方向に伸びの差ができることがある。この
ような幅方向の伸び差（ひずみ分布）は無張力状態では
板が座屈して板形状を悪化させ，中伸び，耳波など 1 ）

の形状不良となる。薄板製品の品質を確保するために
は，このようなひずみ分布の大きさを管理してひずみを
小さくすることが重要である。そのため，さまざまなラ
インに低コストで簡便に適用できるひずみ分布計測シス
テムが求められている。
　板幅方向の伸び差が内部応力の座屈により板形状とし
て顕在化された状態であれば，レーザ式や渦電流式の変
位計を用いた平坦度測定法，走査レーザを用いた光切断
法 2 ）などにより通板中の板形状を非接触で直接計測す
ることが可能である。しかしながら，薄板ラインでは板
の長手方向に一定の張力を付加しながら通板するのが一
般的である。このため，ひずみ形状は張力により引き伸
ばされて潜在化し，見かけ上は平坦な形状となることか
ら，顕在化した形状の測定法は適用できない。このよう
な潜在化した板形状を検出する方法として，分布してい
るひずみが引き伸ばされることで発生する板幅方向の張
力分布を測定できる形状検出ローラが実用化されてい
る 3 ）。形状検出ローラはロールの幅方向にロードセルを
埋め込んだ接触式の形状測定装置であり，計測機本体が
ロール形状で設置しやすいことから多くの圧延ラインに適
用されている。一方で連続焼鈍ラインや亜鉛めっきライン
などの加熱帯や冷却帯への設置が困難という問題がある。

　ところで，振動法により板の総張力を固有振動数から
直接同定する方法が従来の研究において提案されてお
り，比較的単純な理論と測定機器構成で非接触の計測が
可能となっている 4 ）。そこで，当社ではひずみ分布計測
のため従来の振動法による張力同定法を発展させ，ひず
み分布を有する薄板の幅方向の固有振動数と振動モード
より張力分布を求める方法を開発した。そのための基礎
理論を構築し，開発した手法の妥当性を有限要素法（以
下，FEMという）による解析と実験により検証した。

1 . 振動法による薄板の張力分布同定の基礎理論

　本章では，本稿の基盤となっている張力分布同定理
論 5 ）について説明する。
1. 1　薄板の振動現象の 2 次元的な簡易モデル
　図 1（a）に示すような幅方向にひずみ分布を有する
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図 1  薄板の張力パターンのモデル化
Fig. 1  Tensile pattern modelling of thin plate
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薄板に対して長手方向に張力を付加した場合，ひずみの
大きい部分の張力は低く，ひずみの小さい部分の張力は
高くなる。幅方向には張力による幾何剛性分布が発生す
るから，これらを幅方向の等価剛性分布と見なし，図 1

（b）のようにモデル化することができる。ここで図 1（b）
に示すモデルにおいては，例えば薄板の圧延時において
一定の圧延条件であれば，板の長手方向のひずみ分布は
板を支持するロールの間隔内においてはほぼ一様と見な
すことができる。そこで，FEMによる薄板の振動解析
のための計算モデル（図 2 ）を長手方向に張力分布が一
様であるとした前提から，長手方向中央部の板の振動を
表現する簡易モデルを作成した。簡易モデルでは幅方向
の張力分布をばね分布でモデル化し，薄板を質量mと重
心点回りの慣性モーメントJを持つ長さ lの剛体要素を
ピンで連結したリンクモデルで表現した。幅方向に分布
した振動変位 zは lに対して十分に小さいとして要素の
回転変位θを zi＋1－zi≒lθiと近似し，節点の自由度は z方
向の並進自由度のみとした。したがって簡易モデルで
は，薄板を幅方向にn－ 1 等分割して節点を配置した場
合は自由度nとなる。また，薄板の長手方向の曲げ剛性
は十分小さいとして無視し，幅方向の曲げ剛性τを要素
間の回転ばねとして，張力分布は各節点に配置したばね
分布ki （ i=1～n）でモデル化した（図 1（b））。
　図 1（b）に示した簡易モデルの運動方程式を式（ 1 ）
に示す。式（ 1 ）中のMは質量行列，Kは剛性行列，z
は各節点における変位ベクトルである。KτとKTはそれ
ぞれ剛性行列の曲げ剛性成分と張力成分である。KTは
同定対象となるばね分布ki（ i=1～n）を対角要素とする
未知行列，MおよびKτは板の寸法，物性より算出され
る既知行列である。
　　Mz‥＋Kz＝0  ………………………………………（ 1 ）
　　z＝{ z1 z2 … zn}T……………………………………（ 2 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…（ 3 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…（ 4 ）

　　　　　　　　　　　　……………………………（ 5 ）

　　K＝Kτ＋KT ………………………………………（ 6 ）
1. 2　薄板の振動特性から張力分布を同定する方法
　与えられた薄板の振動特性より張力分布を求める方法
について述べる。具体的には，薄板の固有振動数と幅方

向の振動モードから最小二乗法によりばね分布ki（ i=1
～n）を求め，弦の方程式を利用して各節点における剛
性値を個別に張力値に換算して張力分布を算出する方法
である。
　薄板の固有振動数ωi

2（ i=1～p）を対角要素とする行
列をΩ2，対応するモードベクトルを列ベクトルとする
モード行列をΦとおくと式（ 7 ）の関係が成り立つ 6 ）。
　　MΦΩ2＝KΦ ………………………………………（ 7 ）
　式（ 7 ）に左側からΦTを乗じて整理すると既知の係
数行列と未知のばね分布ベクトルとの積となる。ただ
し，ΦTはΦの転置行列である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…（ 8 ）

　式（ 8 ）の未知ベクトルを最小二乗法で解けば，ばね
分布を求めることができる。なお式（ 8 ）のpは張力分
布の同定計算に用いたモードの数を表す。式（ 8 ）の左
辺における係数行列をΦk，未知ベクトルをkT，右辺の既
知ベクトルをkωとすると
　　ΦkkT＝kω …………………………………………（ 9 ）
で表され，Φkの擬似逆行列によりkTを求めることができ
る。求まったばね分布は次式により，張力値に変換する。

　　　　　　　　　　　　　　………………………（10）

　式（10）中のTiは簡易モデルの節点 iにおける張力値
［N］，Lは支持ロール間隔［m］を示す。式（10）で計算
された張力分布を合計することで総張力が求まる。ま
た，式（10）により得られた張力は節点ごとの値である
ので次式により要素ごとの値に変換する。
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図 2  中伸び板の有限要素モデル
Fig. 2  Finite element model of center buckled plate
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…（11）

1. 3　特異値分解による張力分布同定の高精度な数値計
算法

　ところで，計算に使用するモード数が少ない場合や幅
方向の分割数が大きい場合は行列Φkのランクが不足し，
式（ 9 ）の最小二乗解が不定となることがある。そこで，
特異値分解を利用して望ましい解を求める方法について
述べる。係数行列Φkは特異ベクトルを列ベクトルとす
る直交行列PとQ，特異値を対角成分に持つ対角行列D
を用いて
　　Φk＝PDQT …………………………………………（12）
と分解できる 7 ）。Dを特異値の大きい部分行列Dsと特異
値の小さい部分行列Dnに分けるとΦkは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…（13）

と近似できる。式（13）で特異値Dsには必要な信号成分，
微小な特異値Dnにはノイズや計算誤差などにより生じ
る成分が含まれる。微小成分Dnを除去した式（13）によ
り，Φkの擬似逆行列は次式のように近似される。
　　Φ†

k＝QsDs
－1PT

s ……………………………………（14）
　式（14）で算出されたΦ†

k を式（ 9 ）に用いることで
実際の張力分布と一致する良好な同定結果を得ることが
できる。
1. 4　FEMによる薄板の振動解析結果への張力分布同定

法の適用
　提案した張力分布同定理論を，FEMによる薄板の振
動解析から得られる張力分布と比較して，計算精度を検
証した結果について述べる。本稿では形状不良の一例と
して中伸びの場合について検証する。ここでいう中伸び
とは，板幅方向の中央部の伸びひずみが座屈して周期的
な波形状として顕在化した形状である。図 2 にひずみ分
布として中伸びを設定したFEMモデルを示す。図 2 の
FEMモデルは実モデルよりひずみ形状をわかりやすく
するため z方向に10倍拡大している。
　材料は板厚0.5mm，幅1,000mm，全長9,000mmのアル
ミ薄板とし，支持ロール間隔を4,500mmとした。アルミ
板の密度は2,700kg/m3，ヤング率は70GPa，ポアソン比
は0.3とした。ひずみ分布の波形状は図 2 に示すとおり
振幅3.4mmを最大値とした幅方向に直線的な分布とし，
長手方向は周期500mmの正弦波となるような形状とし
た。板の長手方向の一端上の節点に対しては，z方向の
変位を拘束するとともに，巻き取りリールあるいはペイ
オフリールにより一様に引っ張られる状態を模擬するた
めに，x方向の変位が等しくなるような境界条件を与え
た。これにより，板幅方向に分布する張力の総張力と等
しくなるような張力を一つの節点に設定するだけで，幅
方向に一様な強制変位を与えたことに相当する解析結果
が得られる。また，反対側の板端部はx方向と z方向を
拘束した単純支持とした。加えて，板の長手方向の 6 箇
所において，通板ロールを模擬した z方向拘束を設定し
た。図 2 中の拘束は幅方向 5 箇所ずつ図示しているが，
実際のモデルの拘束は幅方向の全節点である。y方向の

拘束は，剛体モードを除去するために板端部中央の一節
点だけに加えた。また，シェル要素を用いたFEMモデ
ルのメッシュは一辺が50mmの正方形とした。
　張力を4,900Nに設定して静解析を行い，得られた幾何
剛性を考慮して固有値解析を行った。その結果を図 3 に
示す。張力分布同定計算には長手方向中央部における幅
方向の振動モードを使用した。図 4 に擬似逆行列を用い
た場合，および式（14）に示した特異値分解を用いた場
合の中伸び張力分布の同定結果を示す。同定計算には図
3 に示した 1 次から 4 次の幅方向振動モードを使用し，
簡易モデルは11自由度とした。図 4（a）に示すとおり，
擬似逆行列を用いた最小二乗法（LSM）では同定結果
に大きな誤差が生じているのに対し，特異値分解により
絶対値の小さい特異値を除去した場合（SVD）はFEM
結果とよく一致していることがわかる。図 4 （b）は係
数行列Φkの特異値分解結果で10個の特異値のうちσ8～
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図 4  最小二乗法と特異値分解法との比較
Fig. 4  Comparison between least squared method and proposed 

SVD method

図 3  中伸び薄板の振動モード
Fig. 3  Natural vibration mode of thin plate in the case of center 

buckle
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σ10は値がほぼ 0 となっており，式（13）の特異値は
Ds=diag（σ1,…,σ7），Dn=diag（σ8,…,σ10）となる。擬
似逆行列で大きな同定誤差を生じているのは，Φ†

k が計
算される過程で特異値が大きい信号成分に対して相対的
に特異値が小さい誤差成分が逆数Dn

－ 1 により拡大された
ことが原因である。これに対して提案手法では，特異値
の小さい誤差成分を分離し，同定計算をする際に除去し
ているため良好な結果を得ることができる。

2 . 空気の付加質量を考慮した振動法による薄板
の張力分布の同定法

　構造物の周囲に流体が存在する場合，構造物の振動特
性は流体部の影響を受ける 8 ）。とくに空気中の薄板のよ
うに，流体と接する表面積が大きく板厚が薄い場合，周
囲の流体の付加質量効果に対して板自体の質量が相対的
に小さくなるため，空気が板の振動特性に与える影響が
大きくなる。薄板の周囲に空気が存在することにより板
の固有振動数は真空中よりも低くなり，板の振動モード
も変化する。第 1 章は空気の存在を考慮しないFEMモ
デルによる解析であり，真空中と見なせる条件での固有
振動数と振動モードを用いることで良好な同定結果が得
られていた。しかし，実際に薄板の周囲に空気が存在す
る場合の同定精度を保証するためには，空気の付加質量
についての検証が必要である。そこで本章では，新たに
空気の付加質量をモデル化したFEM解析を行って同定
精度への影響度を明らかにした。また，薄板に作用する
空気の付加質量を算出し，張力分布同定用の簡易モデル
に加えることで同定精度を改善する方法を開発した。
2. 1　仮想質量法による付加質量を考慮した薄板のFEM

振動解析
　構造物の周囲に流体が存在する場合，構造物が振動す
ると構造部と流体部が接する面に圧力分布が発生する。
接表面の単位加速度あたりの圧力分布のうち，加速度と
同相成分を構造物に付加される質量分布と見なせば，流
体の圧力効果を質量効果としてモデル化することができ
る。そこで本節では，空気の影響を考慮する方法として
仮想質量法 9 ）を用いた場合について述べる。市販の
FEM解析ソフトであるMSC NastranではVirtual mass
機能により，仮想質量法による流体の付加質量効果を考
慮した解析を行うことができる。なお，Virtual mass機
能では流体の特性は非圧縮性の一様密度であり，表面波
や粘性効果は考慮されていない。
　空気の付加質量を算出するためのFEMモデルは第 1
章のアルミ薄板モデルと同様とした。周囲に存在する空
気の付加質量効果について，仮想質量法で算出された付
加質量行列の対角成分を薄板のFEMモデルの節点に対
応させて図示したものを図 5 に示す。図 5 のx軸は板長
手方向，y軸は板幅方向，z軸は付加質量の大きさを示
す。ここで得られた付加質量行列から式（ 1 ）の質量行
列を補正する質量行列m̂addを求め，次式のように補正す
ると付加質量の影響を考慮した張力分布同定が可能とな
る。
　　M̂＝M＋m̂add ………………………………………（15）

2. 2　付加質量を考慮したFEMによる振動解析結果への
張力分布同定法の適用

　張力分布がフラットな場合について，FEM解析結果
の固有振動数と振動モードおよび空気付加質量を考慮し
て張力分布同定した結果を図 6 に示す。固有値解析にお
ける空気付加質量は仮想質量法（Virtual mass）により
与え，簡易モデルに加える付加質量行列は仮想質量法の
計算値を用いた。板寸法や付加質量の特性などのFEM
解析条件は前節で説明したモデルと同様である。
　図 6（a）は付加質量をモデル化したFEM解析結果の
固有振動数と振動モードに対し，第 1 章の理論で同定し
た結果をWithout virtual mass，本章での提案手法によ
り空気の付加質量を考慮して張力分布同定を行った結果
をWith virtual massとして示している。比較のため
FEMの静解析で得られた張力分布も一緒に示している。
図 6（a）より付加質量を考慮した場合はFEM解析で得
られた実際の張力分布と同定値がよく一致していること
がわかる。それに対し，付加質量を考慮しない場合は同
定値がFEM解析値を大幅に下回る結果となった。図 6

図 6  フラットな薄板の有限要素モデルでの同定結果
Fig. 6  Identification results of finite element model for flat thin plate

図 5  付加質量分布の計算結果
Fig. 5  Calculation results of added mass distributions
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（a）の張力分布より求めた板全体に作用する総張力値を
図 6 （b）に示す。付加質量を考慮した場合は総張力誤
差が－0.4%と極めて高精度であったのに対し，付加質量
を考慮しない場合は誤差が－30%と大幅に同定精度が悪
化した。これは，材質が比較的密度が低いアルミであり，
薄く幅広な板形状であるため板自体の質量に対して空気
の付加質量効果が大きいためである。付加質量の影響度
を固有振動数ごとに定量的に評価するため，簡易モデル
についてモード分離を行い，モードごとに 1 自由度の振
動系と見なした場合の等価的な質量であるモーダルマス
を算出した。 1 次の固有振動数に対応するモーダルマス
は付加質量を考慮することで88％増加し， 2 次の固有振
動数に対応するモーダルマスは39％増加した。したがっ
て，実際のアルミ薄板に張力分布同定技術を適用する場
合は空気の付加質量の考慮は必須である。
　なお，空気の付加質量は，板幅を直径とする円柱体積
分の空気質量として簡易的に見積もる方法が知られてい
る。その方法によれば，本章の解析モデルの場合は空気
の付加質量は4.57kgであり，支持ロール間における板の
質量の75%に相当する。例えば，板幅が100mmとなれば
空気の付加質量は7.5%まで減少し，許容できる程度まで
影響が小さくなる。一方，解析モデルと同じ寸法の鋼板
であれば付加質量は板に対して26％となり，付加質量の
考慮が必要と判断できる。このように，付加質量の簡易
計算値と板の質量とを比較することで付加質量の考慮の
要否を判断できる。

3 . 実験による張力分布同定法の精度検証

3. 1　薄板の振動特性測定用の実験装置および実験方法
　振動特性測定に用いた実験装置の概要を図 7 に示す。
測定対象である薄板は 2 本のロールで支持されており，
薄板長手方向の板端部の片方は土台に固定されたクラン
プで固定し，もう片方のクランプは張力が負荷できるよ
うにねじ機構で長手方向に可動するような構造とした。
薄板は支持ロールの中央付近に設置したエアーノズルか
ら噴射される圧縮空気によって非接触で加振され，その
際の板振動を幅方向に配列した複数のレーザ変位計で計
測した。
　図 8 に計測システムの構成を示す。エアー加振では発
信器から出力された加振信号を増幅器により増幅し，電
磁弁を駆動する。電磁弁には工場エアーが供給されてお
り，加振信号に従ってパルス状の圧縮空気を噴射し，加
振周波数を連続的に変化（スイープ）させながら板の振
動モードを励起させた。レーザ変位計からの板振動計測
値はアナログ電圧信号として加振信号とともにデータロ
ガーで計測した。ロガーで計測された振動データをパー
ソナルコンピュータに取り込み，伝達関数計算と偏分反
復法 5 ）によるモード解析を行って薄板の固有振動数と
幅方向の振動モードを求めた。得られた固有振動数と振
動モードから式（ 8 ）を使って板幅方向の張力分布を同
定した。また，張力分布同定値の妥当性を検証するため
に，ひずみゲージを幅方向に複数枚貼り付け薄板で発生
している張力分布を計測した。

3. 2　薄板の振動特性測定結果と張力分布の同定結果
　測定対象はアルミの薄板とし，ひずみがほとんどない
フラットな板を用いた。エアー加振での加振周波数は板
の固有振動数がある 5 ～40Hzの範囲とし，スイープ時
間は 2 分間とした。レーザ変位計による板振動測定点は
幅方向に10箇所とし，板の両端から10mm内側の範囲で
等間隔に配置した。また，ひずみゲージは，レーザ変位
計と同様に板の両端から10mm内側の範囲で等間隔に 7
箇所貼り付けた。
　図 9（a）にアルミ薄板の測定条件を示す。アルミ薄
板の寸法は板厚0.3mm，板幅1,000mmでロール間隔を
2,000mmとし，可動側クランプの 3 点に1,633Nずつ張力
を負荷した条件で計測を行った。図 9（b）はスイープ
加振により各レーザ変位計で測定した板振動の周波数応
答である。10Hzから40Hzの間に複数のピークがみられ，
板の固有振動数が存在することがわかる。図 9（c）は
周波数応答より算出した 1 次から 4 次までの板の幅方向
振動モードと固有振動数である。なお，振動モードの単
位は無次元である。求めた幅方向振動モードと固有振動
数を用いて第 2 章で述べた空気の付加質量を考慮した張
力分布の同定を行った。
　図10に図 9（c）の計測結果を用いて張力分布を同定
した結果を示す。なお，図10（a）では検証用ひずみゲ
ージの測定値にアルミのヤング率70GPaを乗じた値を張
力分布とし，比較のため張力分布同定結果も応力値に換
算した値を示した。また，張力分布同定値は，MSC 
NastranのVirtual mass機能を用いて仮想質量法により
算出した付加質量を用いた同定値（With virtual mass），
および付加質量を考慮しないで同定した値（Without 
virtual mass）についてそれぞれ示した。図10（a）より，
ひずみゲージによる張力分布測定値と付加質量を考慮し
た同定結果がよく一致していることがわかる。それに対
し，空気の付加質量を考慮しない場合は算出された応力
値がひずみゲージによる計測値よりも低く，誤差が大き
い結果となった。同定した張力分布から算出した総張力

図 8  計測システムの構成
Fig. 8  Measurement system configuration

図 7  実験装置の外観
Fig. 7  Overview of experimental equipment
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を図10（b）に示す。付加質量を考慮した場合，ひずみ
ゲージと同定値との差は 3 %程度となり，精度良く測定
できている。一方，付加質量を考慮しない場合は総張力
が大幅に低く同定された。
3. 3　耳波ひずみのある薄板の張力分布同定結果
　図11（a）に耳波状態のアルミ薄板の測定条件，図11（b），

（c）に振動特性の測定結果を示す。アルミ薄板の寸法は
板厚0.24mm，板幅1,040mmで，ロール間隔を1,100mmと
した。 3 点の負荷張力は200N，1,200N，200Nとした。
　図11（c）の計測結果を用いて張力分布を同定した結
果を図12に示す。図12 （a）より耳波ひずみにより板幅
方向両端部応力が下がる傾向が確認でき，ひずみゲージ
による張力分布測定値と付加質量を考慮した同定結果が
一致していることがわかる。図12 （b）に示した総張力
も測定値と付加質量を考慮した同定値がよく一致してい
る。耳波状態においても空気の付加質量を考慮しないと
誤差が大きい結果となった。

図11  耳波ひずみのあるアルミ薄板の振動特性計測結果
Fig.11 Measurement results of vibration characteristics for edge 

buckled aluminum thin plate

図10  フラットなアルミ薄板の張力分布と総張力の同定結果
Fig.10 Identification results of tension distribution and total tension 

for flat aluminum thin plate

図 9  フラットなアルミ薄板の振動特性計測結果
Fig. 9  Measurement results of vibration characteristics for flat 

aluminum thin plate
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むすび=当社では，ひずみのある薄板の振動特性から幅
方向の張力分布を同定する技術を開発し，以下の結果を
得た。

（ 1 ）薄板を長手方向に縮小した簡易モデルを作成し，固
有振動数と振動モードから最小二乗法により張力分
布を求めることができる張力分布同定理論を提案し
た。これにより，板全面ではなく幅方向の振動モー
ドのみの少ない計測点と計算量で張力分布を同定す
ることが可能となった。さらに，簡易モデルは板の
寸法と物性より作成できるため，鉄や銅，アルミ，
その他の材料も含めた広範な薄板製品に適用するこ
とが可能である。

（ 2 ）計測点と比較して同定計算に使用する振動モード数
が少ない場合でも，特異値分解を利用することで張
力分布の計測点数を減らすことなく良好な同定結果
を得られる方法を示した。

（ 3 ）提案手法を検証するため，代表的なひずみ分布であ
る中伸びを再現した薄板のFEMモデルを作成した。
このFEMモデルを用いて，張力を付加した状態の
固有振動数と幅方向の振動モードを解析し，張力分
布同定技術を適用した。その結果，FEMの静解析
より得られた張力分布と提案手法による同定結果が
よく一致し，本手法の妥当性が確認された。

（ 4 ）薄板の周囲に存在する空気の付加質量効果を仮想質
量法で考慮した固有値解析を行い，アルミの薄板に
おいては空気の付加質量が板の振動特性に大きな影
響を与えることを明らかにした。そこで，仮想質量
法により求めた付加質量行列を用いて簡易モデルの
質量行列を補正する張力分布同定手法を開発した。
開発手法をFEMによる薄板の振動解析結果に適用
し，本手法により空気の付加質量が作用する場合の
同定精度が大幅に改善することを確認した。

（ 5 ）開発した技術を実験で検証するため，張力が負荷さ
れた薄板に対して圧縮空気の噴射によるエアー加振
とレーザ変位計による板振動計測を行い，板幅方向
の振動モードと固有振動数を計測した。測定した板
の振動特性に対して付加質量を考慮した張力分布同
定法を適用し，張力分布を同定した。ひずみゲージ
による計測値と付加質量を考慮した同定値がよく一
致することを確認し，本手法の有効性を明らかにし
た。
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図12  耳波ひずみのあるアルミ薄板の張力分布と総張力の同定結果
Fig.12  Identification results of tension distribution and total tension 

for edge buckled aluminum thin plate


